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Rezumat
in aceasta lucrare ne vom referi la modelarea sistemelor de ecuatii omogene, simetrice, sisteme de
functii trigonometrice directe si inverse, cat si a sistemelor de ecuatii logaritmice si exponentiale. Modelarea
sistemelor de ecuatii se realizeaza in pachetele matematice Maple, Wolfram Mathematica.
Cuvinte-cheie: sisteme de ecuatii, metode de rezolvare.

Abstract
In this paper we will refer to the modeling of systems of homogeneous, symmetric, systems of direct and
inverse trigonometric functions, as well as systems of logarithmic and exponential equations. The modeling of
systems of equations is carried out in mathematical packages Maple, Wolfram Mathematica.
Key-words: system of equations, solving methods.

Introducere

Modelarea sistemelor de ecuatii pot fi implementate in diverse pachete matematice, fie
implicit, fie prin programare. La rezolvarea sistemelor de ecuatii se aplica diverse metode:
adunarea algebrica, substitutia variabilelor, eliminarea variabilelor, descompunerea 1n factori,
etc. Conform curriculumului scolar elevii se familiarizeaza cu sistemele de m ecuatii cu n
hecunoscute.

In continuare vom studia si rezolva diverse tipuri de sisteme de ecuatii. Algoritmul de
rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare este mai complicat decét algoritmul de rezolvare a
unei ecuatii liniare cu o singurd variabild, deoarece pentru fiecare metoda pot fi utilizate
diferiti algoritmi de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare cu doud necunoscute.

Definitie. Se numeste solutie a sistemului de doua (trei) ecuatii cu doua (trei)
necunoscute perechea ordonata (a,b) de valori (tripetul ordonat (a,b,c) de valori) ale
necunoscutelor, care este solutia fiecarei ecuatii din sistemul dat, cu alte cuvinte, care
transformd fiecare ecuatie intr-o egalitate numerica adevarata [1].

A rezolva un sistem de ecuatii inseamnd a gasi toate solutiile lui. Multimea solutiilor
unui sistem de ecuatii (notatd cu S) este intersectia multimilor solutiilor ecuatiilor din sistem.
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Un sistem de ecuatii se numeste compatibil, daca el are cel putin o solutie. Sistemul,
care are o multime finitd de solutii se numeste compatibil determinat. Sistemul, cel care
admite o infinitate de solutii se numeste compatibil nedeterminat. Un sistem de ecuatii, care
nu are solutii se numeste incompatibil.

Rezolvarea sistemului de ecuatii incepe, de reguld, cu determinarea domeniului valorilor
admisibile (DVA) al sistemului. Domeniul de valori admisibile al sistemului de ecuatii este
intersectia domeniilor de valori admisibile ale ecuatiilor sistemului.

Regula de baza privind rezolvarea sistemelor de ecuatii constd 1in utilizarea
transformarilor echivalente.

Definitie. Doua sisteme de ecuatii se numesc echivalente daca multimile lor de solutii
sunt egale. Echivalenta sistemelor de ecuatii se noteaza cu simbolul ~ < ". Sistemele
incompatibile sunt echivalente.

Vom enumera unele transformari fundamentale care pastreaza echivalenta sistemelor.
Fie o multime M (in particular DVA) in care ecuatiile sistemului au sens.

I. Daca schimbam ordinea ecuatiilor in sistem, atunci obtinem un sistem echivalent cu
cel initial in multimea M.

Il. Daca inlocuim o ecuatie a sistemului printr-o ecuatie echivalenta, atunci obtinem un
sistem echivalent cu cel initial in multimea M.

I1l.  Daca o ecuatie a sistemului exprimd o necunoscuta prin celelalte necunoscute si
aceastd expresie se inlocuieste in celelalte ecuatii, atunci ecuatia datd impreuna cu celelalte
ecuatii noi obtinute formeaza un sistem echivalent cu cel initial iIn mulfimea M.

IV. Daca inlocuim o ecuatie a sistemului printr-o ecuatie care se obtine in urma
adundrii algebrice (adundrii sau scaderii ecuatiilor membru cu membru) a ecuatiei date cu
orice alta ecuatie a sistemului, atunci obtinem un sistem echivalent cu cel initial In multimea
M. Metoda adunarii algebrice se mai numeste metoda reducerii. Daca in urma transformarilor
nu se obtin sisteme echivalente, este posibild aparitia solutiilor straine, excluderea carora se
face prin raportare la DVA si prin verificare in sistemul initial. Principala idee, care sta la
baza rezolvarii unui sistem de ecuatii constd in reducerea lor la o singurd ecuatie cu o
singura variabild. De asemenea, este posibilda si pierderea solutiilor sistemului initial.
Alegerea transformarilor, desigur, este determinata de specificul ecuatiilor sistemului. Astfel,
putem mentiona cd, metodele de rezolvare a sistemelor de ecuatii pot fi implementate in
diverse pachete matematice, fie implicit, fie prin programare. Tn continuarie vom rezolva
sisteme de ecuatii de diferite tipuri.

Sisteme de ecuatii omogene

Definitie. Ecuatia algebrica se numeste omogena de gradul m daca toate monoamele

de grad nenul, care apar in ea au acelasi grad m. Sistemul cu toate ecuatiile omogene de
gradul m se numeste sistem omogen de gradul m . Un sistem de ecuafii liniare se

Numeste omogen daca termenul liber al fiecarei ecuatii este nul [2, 3].
Tn caz general sistemul omogen de gradul al doilea are forma [2]:
a;x*+byxy +c,y* =d,,
{azxz + byxy + ¢;y* = d,.

(1)
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Vom descrie succint algoritmul de rezolvare. Sistemul se numeste omogen, deoarece
necunoscutele au acelasi grad. La inceput, presupunem ca d; # 0si d, # 0. Exista in acest
caz doua numere reale o si B diferite de zero, astfel incit ad, + fd, = 0. Atunci prima
ecuatie se inmulteste cu ¢ si cea de a doua cu B si apoi se aduna. Obtinem sistemul

{ :x,lxz + byxy+c,v* =d,, ,. )

(aa,+fa,)x*+ (ab,+8b)xy + (ac, + Sc;)y" = 0.

Coeficientii din ecuatia (2) vom nota prin as=aa, + ffa,, bs= ab, +fb,, c3=

acy + fc; avem urmatorul sistem de ecuatii:
a;x* + byxy +ey* =d,,
{aaxz + byxy + cqy? =

3)

Deoarece dy # 0 sistemul (2) nu are solutia X=0 si y=0. Presupunem ca X # 0, atunci

ecuatia a doua din sistemul (3) impértim cu x? si obtinem ecuatia de gradul doi in =.
X

cs () +bE+a;=0 (4)
& &
Rezolvam aceasta ecuatie in rezultatul caruia obtinem doud valori t; si t; pentru i—i %21‘1

=t,.

-
&

si

H %

Rezolvarea sistemului de ecuatii (1) este echivalentd cu rezolvarea a doud sisteme de
ecuatii formata dintr-o ecuatie de gradul intii si o ecuatie de gradul al doilea:

{ y=ix (5)
alxz + byxy + cl}rz =d,
s

vV =tx
{2 = 6)
a,x“+ byxy+e,v° =d,

Daca di=0 sau d,=0 sistemul (1) este de forma (3) si rezolvarea se face conform
sistemului (4).
Tn continuare vom rezolva sisteme de ecuatii de diferite tipuri.
3x? —4xy+yi=
x2+2y2=19
Rezolvare. Observam ca in sistemul de ecuatii liniare prima ecuatie are termenul liber
egal cu zero. Impartim prima ecuatie la v si avem:
{3;&2 —dxy+y? = — [3:4:2 —dxy+y: =
x*+2y? =19

Exemplul 1. Sa se rezolve in RxR sistemul {

z
— [3%—4f+1=0
A —1 ¥ ¥ .

x*+ 2y* =19

x* 4+ 2y* =19
. . e X . . . o 1w o . ..
Facem schimbarea de variabild ==t si prin rezolvare obtinem radacinile ecuatiei de
5

gradul al doilea t;=1 si t,=1/3. Prin urmare avem:

X
_:1
x*+2y* =19 x*+2y* =19 {19+2x2=19 {3x2=19
x 1 {:}L y = 3x {:}{ y = 3x {:}{}r=3x
y 3 2+2yt=19 x?+18x*?=19 19x2 =19
x*+2y?=19
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x =y
—

15 —

x=i||— . (19

= NP VS NEY

— I . [
- =1 —3y. [ (22 B[ |2 _ 13
S—{(lraj.l( 1! 3]: (ﬂJ 7 J"q 3)‘ ( "ql 3’ \ 3)}

Rezolvarea in Maple este prezentatd in figura 1. S-a utilizat comanda solve pentru
rezolvare si allvalues pentru afisarea explicita a solutiilor.

% D:AUTM\UPSC\Conferinta\Articole\PG.mw* - [Server 1] - Maple 2015 - a X
File Edit View Insert Format Table Drawing Plot Spreadsheet Tools Window Help
DBBSS YBHE 5¢ UTPX BEE = NIO0%e ¢ KE # [ @

: Text Orawing  Plot  Animation Hide
C 20 ouput ¥) (Tmestewkomn  v) (12 ¥) B I

> solve({3x2—4xy +_v2=0,x +2_v2=19}, [x,y])
[[x=Root0f (3 Z*=19),y=Root0f(3 72 —19)], [x=1,y=3], [x=-1Ly (1)

| =]
> allvalues( (1))

H.\‘Z%\/S_Ky:%\/?], [x=1,y=3], [x= -1,y=-3]], Hx= Q?)
—% 57,y= —% ﬁ} [x=1,y=3], [x=-1,y= —3]}

]

EE= b =

N | T

< >
® Ready Maple Default Profie_C:\Program Fies Maple 2015\, X86_64 WINDOWS Memory: 4.18M Time: 0.07_Math Mode

Figura 1. Rezolvarea sistemului in Maple
Remarca. Pentru a rezolva un sistem omogen, este necesar sa Scriem matricea

sistemului si, folosind transformari elementare, sa o aducem la forma in trepte.
Retineti. Nu este necesar sa scrieti bara verticala §i coloana zero a membrilor liberi -

deoarece orice ati face cu zerouri, acestea vor ramadne zero.

xt+y+3z=10

2x —y +mz = 0, unde m este
dx+y+5z=10

Exemplul 2. Sd se rezolve iIn RXR sistemul de ecuatii

un parametru real.

Rezolvare. Sistemul de ecuatii liniare dat este omogen. Numarul de ecuatii este egal cu
numarul necunoscutelor. Conditia ca un asemenea sistem de ecuatii sa admita solutii nenule
consta Tn aceea ca determinantul rangul matricii sistemului sa fie nul.

1 1 3 1 1 3
Avem matricea A:(E -1 m), aflam determinantul det A=|2 —1 m|=3(m+1)=0,
4 15 4 1 5

x+y+3z=0
rezultd m+1=0, de unde m=-1 si sistemul de ecuatii devine: { 2x—y—z=0_ Aflam
4x+y+5z=0

11 3
: . 1 1 . .
matricea A:(z -1 - 1]. Calculam rangul matricei A:‘E _ 1‘:-3. Deci rangul matricei A
4 1 5
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este egal cu doi si aceasta este determinantul principal. Astfel, ecuatiile principale sunt:
{x +v=-—-3z
2x —y=z"'

unde z este necunoscuta secundara. Notam prin necunoscutd z = u. Rezolvam acest

2=

<t bii _{x+}r=—32 { x=-3z—y {x=—32—}r r==7
sistem obtinem: 2x—y =z —6z—2y—y =z _3y=7z = Lo
g 3
o : . _ 2p _ Tu _
Rapunsul poate fi scris sub forma x = Y =T EE L

Rezolvarea sistemului parametric Tn Maple este prezentata in figura 2.

& Untitled (1)* - [Server 1] - Maple 2015 - o X

File Edit View Insert Format Table Drawing Plot Spreadsheet Tools Window Help

D2BSS XA S5¢ ETPX EC ¢ff= NI O0%® © &KX & ZE]@

: Text Drawing ot Animation Hide :
C Diput ¥) (Tmestewtonn_v) (2 v) B[I]U El== B =i

> solve({x+y+3z=0,2x-y+ m-z=0,
4x +y+ 5z=0}, {x,y, z},'parametric'=full
'parameters'= {m})

2 i
FE =B Py B ETE -+ 1=1
3 3 (1)
[{x=0,y=0,z=0}] m+1+0
= |

< >
® Ready Maple Defauit Profile_C:\Program Fies\Maple 2015\n.X86_64_WINDOWS Memory: 52.18M_Time: 0.54 Math Mode

Figura 2. Rezolvarea sistemului parametric in Maple
Sisteme de ecuatii simetrice
Definitie. Ecuatia cu doud necunoscute se numeste simetrica daca, inlocuind x cu v si

¥ CU x, ecuatia nu se schimba.Sistemul format din ecuatii simetrice se numeste sistem simetric.

Observatie. Deoarece ecuatiile cu doua necunoscute ale unui sistem simetric nu se
schimba la Tnlocuirea lui v cu x §i a [ui x cu v, rezulta ca daca x = a,y = b este solutie a

sistemului simetric, atunci §i x = b,y = a este la fel o solutie a acestui sistem.

Sistemul simetric cu doud necunoscute poate fi rezolvat prin metoda utilizarii
necunoscutelor auxiliare. Se examineazd noile necunoscute u,v date de relatiile

x+v =u, xy=v. Prin utilizarea necunoscutelor auxiliare, sistemul simetric deseori se

reduce la un sistem de ecuatii mai simple.

. x+yv+xy=23
Exemplul 3. Sa se rezolve in RXR sistemul { 2 s
x°+y® =34

Rezolvare. Analizdm sistemul si observam ca in ecuatia a doua putem face urmatoarele
modificari: adundm si scddem 2xy de unde obtinem x% + y? + 2xy — 2xy = 34, deci
(x + v)* — 2xy =34, Notaim Xx+y=t, si Xxy=z. Rezulti ci sistemul de ecuatii are forma

{x+}?+x}?=23 {t—l—z=23 {t=23—z
x?+y? =34 t? — 2z = 34 t? —2z = 34

Prin urmare:
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t, =8 {x+}r=8

{ t=23—= = t2=—10{:} xy =15
t?+2t—80=0 z, =17 {x+}r=—1l]

z, =33 xy =33

{ x=8-—-y x=8-—vy {;,;1:3
y(8—y)=15 y?—8y+15=0 y1=>5

{ x=—-10—-y { x=—-10—-y = {2 =5
(—10 — y)y = 33 y*+10y+33=0 ;=3
S={(3;5).(5;3)}

Rezolvarea sistemului in Wolfram Mathematica este prezentata in figura 3.

D Untitled-4.nb - Wolfram Mathematica 11.1 = O X

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Solve[x +Y+Xxy==238& x>+ y2 == 34, Reals]

A~

{{X5>3, Y35}, {(X>5,¥=-3}]}

Figura 3. Rezolvarea sistemului in Wolfram Mathematica

Sisteme logaritmice si exponentiale
logz(lgx +Igy) —logs(lgy) =1
logs(lgx —lgy) — logs(lgy) = O

Rezolvare. Aflam domeniul de valori admisibile (DVA) x>0, y>0, Ig x+lg y > 0,
lgx-lgy >0, de unde rezulta ca Ig x > Ig y. Efectudand unele transformari si utilizand
proprietatile logaritmilor sistemul de ecuatii poate fi scris sub forma:

logs(lgx +1lgy) —logs(lgy) =1 _ (logs(lgx + lgy) —logyz(lgy) =1

{loge[lgx —lgy) —logy(lgy) =0~ {19531[1536 — lgy) —logs(lgy) =0

Exemplul 4. Sa se rezolve in RxR sistemul {

1
log (lgx + lgy) — =logy(lgy) =1
— 2

Slogs(lgx —lgy) —logy(Igy) = 0
{Elnga[lgx + lgy) —logs(lgy) =2
logs(lgx — lgy) — 2Zlogg(lgy) =0
{Elnga (lgxy) —logs(lgy) =log; 9
logy(lgx — lgy) —2logy(lgy) =0
log, (lgxy)? —logy(lgy) =log, 9 {[lg x+1gy)? =9(lgy)

x " .
log(lg—) —log; (lg¥)” = lgx —lgy = (lgy)”

De unde lgx = lg*y +lgy. Inlocuim in prima ecuatie (lg x+lgy)*=9(lgy)
:‘-(lgz}r +lay+ lg}:')2 =9(lgy) :‘-(lgz}r + 2lg yjz = 9(lg¥). notam Igy=t, unde t = 0.
Obtinem t* + 4t* + 4t* —9t =0, de unde t(t® +4t* +4t—9)=0. De unde t=0 si
t? +4t* + 4t —9 = 0, avand o radicind t=1. Impartim polinomul t* + 4t* + 4t —9 =0 la
X-1 obtinem t*+ 5t +9 =0, avand discriminantul A=25—36=—11< 0, nu admite
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radicini reale. Am obtinut t=1, deci lg y=1 de unde y=10, respectiv Ig x = lg*y +lg
y=11* + 1 = 2, deci x=100.
S=(100,10).

Rezolvarea in Maple este prezentata in figura 4.

% DAUTM\UPSC\Conferinta\Articole\PG2.mw* - [Server 1] - Maple 2015 = a X
Ssns8 ia8 ve aTrEmE ean Vﬁi"“f%”i"u v ane s Ha |
sommn ‘;"w,_ e R m =}
—Hrr solve( {log3(loglo( X] + loglo( y))
~logy(logo(¥)) =1, 10g9(10glo(X>
i) (5 _
”,'j(‘(dw loglo( )) log3(log10 ) })
':hil[ml: {x=100, y=10} (2)
f(x) "‘ \\“‘j’ L
| eik( ‘lj, di‘/ v T> ’ > )

Figura 4. Rezolvarea sistemului in Maple
3F 43 =12

Exemplul 5. Sa se rezolve in RXR sistemul de ecuatii { _
’ x+vyv=3

3* 4+3Y =12 {3x+33‘x=12 .o
Rezolvare.{ x+y=3 = xty=3 = |notim 3* =1t
33 33
T — = 2 = t,=9:t,=3
FHom12)t+ =12 {r ;rfi_;zr {[ AL
xt+vyv=23 xT+y=3 i B

{:}{[[xl= 2;x,=1

[}’1:1:}’2:2

Rezolvarea in Wolfram Mathematica este prezentata in figura 5.

2 untitled-5.nb * - Wolfram Mathematica 11.1 = [m] X

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Solve[3"Xx + 3"y ==128& & X + Yy == 3, Reals]
{{x=>1,y-2}, {Xx->2,y->1}}

Figura 5. Rezolvarea sistemului in Wolfram Mathematica

Sisteme de ecuatii trigonometrice

Sistemele de ecuatii trigonometrice pot fi rezolvate, folosind aceleasi metode, ca si in
sistemele de ecuatii algebrice, In special, acestea sunt eliminarea necunoscutelor si substitutii,
schimbarea variabilelor, precum metode si formule cunoscute de trigonometrie. De asemenea
puteti elimina necunoscutele, folosind una din doua metode: prin exprimarea unei
necunoscute dintr-o ecuatie si o inlocuiti in altele sau transformati aceste ecuatii si apoi faceti
combinatii din ele, in care numirul de necunoscute scade. In practici, la rezolvarea oricirui
sistem de ecuatii, se utilizeaza una sau alta dintre caracteristicile acestuia. Tn special, una
dintre cele mai des utilizate metode de rezolvare a unui sistem sunt transformarile identice,
care fac posibild obtinerea unei ecuatii cu o singurd necunoscuta [4].
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gzr,g:rh:n:rs_}' =3
{gc::-sy _ Blrg:r — 2'
Rezolvare. Analizam sistemul de ecuatii, vom utiliza metoda substitutiei. Sa facem

Exemplul 6. Sa se rezolve in RXR sistemul de ecuatii

careva modificari, si anume 1in prima ecuatic inlocuim 9°°*¥ prin ecuatia a
. . ItgxtooEy — gztg:r 2 g1t9%) = 3
doua 9°°¥ = 2 4+ 819 * obtinem { 4 . 3 o (_ T )
5 955‘3} _Slfﬂx — 2 9503_} — 2 +81tgx
o (2-817 + (8174%)* =3
gcﬂsy =2 + Sltg’x

Observam ca se obtine o noud ecuatic si se introduce o noud variabila t
=81%9%, 9°9%¥ = 2 4+ t. Desfacem parantezele in prima ecuatie a sistemului si obtinem

{2 't + =3 Bcuatia de gradul doi t*+2t— 3 =0 . Ridicinele ecuatiei sunt
gresy — 7 4+t > ¥
ty =1sit, = -3, de unde

81%% =1 = 81%9% = 81° = tgx=0=> x = arctg 0 + kr, x =km, k € Z, iar 81°9% = —3
nu are solutie.  Aflim 3%°®*¥ =3 finlocuim pe 2cosy= 1,deunde cosy=1/2,
y = arccns%+2kﬂ, keisiy= i§+2kﬂ',k EZ.

S={x=k?r, ig-l-zk?r, kez }

Rezolvarea in Maple este prezentata in figura 6.

% D:AUTM\UPSC\Conferinta\Articole\PG3.mw - [Server 1] - Maple 2015 = o X
File Edit View Insert Format Tools Window Help

DBBSD YDA S5¢ UTP X EE «f4= NIOBo o A& = [ @

C 01nput ¥) (matestomn_v) (2 v) B[IJU El== Bl =i

:> ~ EnvAllSolutions = true :
> with(RealDomain) :

Tide

S S()/ve( {92-tan(x) + cos(y) _ 3 9cos(y) _ 81tan(x) _ 2})
{x=nZ]]~,y=—§nB5~+ 3 7t+2nZ]3~} 1)

@ Ready Wagle DefauitProfie_C:Program Fles fiaple 2015 Memory: 3.18M Te: 0.03% Math Mode

Figura 6. Rezolvarea sistemului in Maple

Concluzii
Modelarea sistemelor de ecuatii se efectuiaza in diverse pachete matematice Maple,
Wolfram Mathematica, find o problema actuala, isi gaseste aplicare in toate compartimentele
matematicii prin obtinerea unor cunostinte noi, formarea unor deprinderi necesare pentru
adaptarea la cerintele actuale ale societatii, fard ca sa dispuna de cunostinte profunde din acest
domeniu. Prin urmare, aceste programe reprezintd nu numai mediu de calcul, dar si mediu de
instruire.
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